
最小二乗法
（実験指針P30~P34）

予習項目

物理学実験指針 3.5最小二乗法 と 本スライドをよく読みなさい。

(1) 最小二乗法とは何を求める手法か？ノートに答えを書きなさい。

(2) xという測定条件でyという物理量を測定することを繰り返した。この実験結果が一
次関数の回帰曲線 𝑦 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏 と一致すると想定した場合、最小二乗法を用いると、

と書ける。これらの式の導出をノートに書きなさい。
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指針 P.2 抜粋

次のような実験結果が得られたとしよう

滑走体の位置の時間変化
一次関数かな？
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電圧と時間の関係
指数関数かな？



実験結果を最適に表す関数を調べる手法を回
帰分析と言い、この関数あるいは関数の計算
結果を回帰曲線と呼ぶ（場合によっては、直
線の場合もある）。

回帰曲線の関数は理論などから実験者が決め
ればよい。
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縦軸と横軸の関係は
x = 0.447 m/s t – 0.5459 m

という関係が得られた

縦軸と横軸の関係は

𝑉 = 1.00V × 1 − 𝑒−
𝑡

0.30 s

という関係が得られた

近年では、パソコンを用いて多数の変数（パ
ラメータ）を持つ解析も、簡単になった。こ
こでは、最も基本的な回帰曲線の解析方法で
ある最小二乗法を学習する。



・最小二乗法による回帰曲線(実験結果とよく
一致する関数)の求め方
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回帰曲線

i番目の
  測定結果

残差 𝑣𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦(𝑥)

回帰曲線

理論的な思考で生み出した仮説が、実験結果と一
致するかを確かめるために、実験結果を数式化す
る(回帰曲線を求める)ことを考えよう。

例えば、左図のような実験結果を考える。一般的
に、グラフでは横軸が実験条件(ここでは物体の初
期位置x)、縦軸が測定結果(xという条件で測定さ
れた高さy)を示す。この結果から測定結果yをxの
関数で表すことを考える(回帰曲線を求める)。

最適な回帰曲線は、各測定点での測定結果𝑦𝑖と予
測した回帰曲線𝑦(𝑥)とのずれ

残差 𝑣𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦(𝑥)
が、全ての測定点で最小となる関数である。しか
し、𝑦𝑖 − 𝑦(𝑥)を最小にするなら、𝑦(𝑡)=のときに
残差𝑣が最小(－)となってしまう。

そこで、「正負のずれではなく、ずれの幅」が最
小となることを考えるために、残差を二乗して、
全ての測定点のずれを正の値で最小にすることを
考えることにしよう。



ここでは、１回測定したところ、y1 =5という測
定結果が得られたとしよう。

残差 𝑣 = 𝑦1 − 𝑦 = 5 − 𝑦
残差の二乗 𝑆 = 𝑣2 = 𝑦1 − 𝑦 2 = 5 − 𝑦 2

なのでSを最小にするためには、 𝑦 =5と直感で分
かるが、数学的にはどのように考えれば良いだろ
うか。𝑆を最小にする𝑦を調べるためには、 𝑆を微

分した結果が0にする(
𝑑𝑆

𝑑𝑦
= 0)点を求めればよい。

つまり、

𝑑𝑆

𝑑𝑦
=

𝑑

𝑑𝑦
5 − 𝑦 2 = −10 + 2𝑦

y=10/2=5 と求まるので、回帰曲線が測定結果
と一致する。すなわち、適切な回帰曲線が得られ
た。

i=1 番目
測定結果 y1 =5

求めたい回帰曲線𝑦(𝑡)

残差𝑣

単純に考えるために、物体の質量を天秤で測定し
たとしよう。理論的な思考では、定数となるべき
だが、実験では測定を繰り返すたびに、測定結果
がばらつくはずである。従って、回帰曲線𝑦は定
数となると予測する。



残差
𝑣1 = 𝑦1 − 𝑦 = 5 − 𝑦
𝑣2 = 𝑦2 − 𝑦 = 7 − 𝑦 

残差の二乗
𝑆1 = 𝑣1

2 = 𝑦1 − 𝑦 2 = 5 − 𝑦 2

𝑆2 = 𝑣2
2 = 𝑦2 − 𝑦 2 = 7 − 𝑦 2

残差の二乗の総和(残差二乗和)
𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 = 5 − 𝑦 2 + 7 − 𝑦 2

= 25 − 10𝑦 + 𝑦2 + 49 − 14𝑦 + 𝑦2

= 2𝑦2 − 24𝑦 + 74

𝑑𝑆

𝑑𝑦
=

𝑑

𝑑𝑦
2𝑦2 − 24𝑦 + 74 = 4𝑦 − 24

Sの最小を得るためには、
𝑑𝑆

𝑑𝑦
= 0を求めればよい

ので、y=24/4=6 と求まる。

つまり、残差の二乗和が最小にすることを考えれ
ば良い。

i=1 番目
測定結果 y1 =5

求めたい回帰曲線𝑦(𝑡)

残差𝑣
i=2 番目

測定結果 y2 =7

次に、2回測定したところ、y1 =5、 y2 =7という
測定結果が得られたとしよう。

回帰曲線𝑦は定数となると予測しているので、そ
の回帰曲線は平均値である𝑦=6と予測できる。



𝑣𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦 𝑥i

𝑦 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏

x

y

𝑥𝑖

1番目のプロット 𝑆1 = 𝑣1
2 = 𝑦1 − 𝑦 𝑥1

2

2番目のプロット 𝑆2 = 𝑣2
2 = 𝑦2 − 𝑦 𝑥2

2

：

𝑛番目のプロット 𝑆𝑛 = 𝑣𝑛
2 = 𝑦𝑛 − 𝑦 𝑥𝑛

2

なので、残差二乗和は
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となる。

最後に、図のような測定結果がある。理論的な思
考では一次関数 𝑦 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏 で表せる回帰曲線
を得ることを考えよう。

それぞれの測定点の残差二乗は
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σ𝑥𝑖などは、計算できる定数
なので、a、bを変数とした
連立方程式を解くとその解a、
bが得られる。

このa, bを計算すれば、適切な回帰曲線が求められる

a,b の2変数なので、
𝜕𝑆
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= 0 と

𝜕𝑆

𝜕𝑏
= 0 を満たす条件を考える。
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回帰曲線の利用例
次のような実験結果で高さの最大がどの位置に
なるかを想定する。

単純に、高さが最大となる位置は矢印の位置となる。

yがxの2次関数になるという理論的な仮説があれば、
2次関数の回帰曲線を描くことで、実験上のばらつきを
考慮した「高さが最大となる位置」が調べられる。

y = -0.4524x2 + 47.064x + 71.528

R² = 0.6073
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